Formulas de vectores en el espacio.

Vectores en el espacio.

Vector fijo.

e llama vector fijo en el espacio AR aun segmento orientado con origen en el

Definicién
punto A v extremno en el punto B,

v Direccidn: conjunto de rectas paralelas sobre la que podem os representar el vector.
v Zentido: wiene determinado por su origen vy extremo.
v Méddule: valor delalongitud del segmento que va desde el origen al extremo.

El médule de un wector wiene determinade por la siguiente formula:

[ = «"'ulz + u% + u%

Caracteristicas

Representacion de un vector en el espacio.

Coordenadas T
) u = (U1=u2,u3)
cartesianas

Mediante origen A (1,7,2) .
en Ay extremo en = AB=(23-%,y;3-¥1.22 - %)
B B (x3.v7.22)

Operaciones con vectores.

Suma FHF = (wy, v, ug) + (v, g, v3) = (g +vy,ug Fvg, ug )
Resta i =7 = (u,uy,u3) = (v, vy, v3) =(u —w, ug =¥y, uz—v3)
Produt:topor l{ﬁzl{ (ul,ug,u3)=l:k'u1,k'u2,k'u3)
un escalar




Dependencia e independencia lineal.

cnm_blnat:lon F=ly oy tky Wy bk, 8, kkg.ook, R
lineal
Linealment RIS B
IHEEI'I'_IEHF-‘ W vy v |=0 = Linealmente dependientes
dependientes Wy Wy Wi
Linealment B oMz M3
_ meamn_anne W vy w3 |20 = Linealmente independientes
independientes Wy Wy Wi

Producto escalar de dos vectores en el espacio.

Expresion e e g e S
o U-¥ = |§| ¥ cos(U,¥) si & y ¥ son no nulos.
geomeétrica
{GZ(XI,XE,XE) .
-+ u
Expresién ¥=(y.72.93)
analitica
§F = (enxgxs)  (vya.ys) = ® oy tEp byt oy
Proyeccidn de un vector 1 (xy,%5,%3) sobre un vector ¥ (y,v3.¥3):
. . 1w vy +x +x
Segmento proyeceidn:  Proya¥ = —— = 191 293 393
Proyeccione ] 9% 457 +ya?
-, _— 0 7. X +x + %
Vector proyeccidn; Broygv = —-¥ = 1y12 ny 23"3 (v1.72.%3)
17 yio ¥ s




Angulo entre dos vectores en el espacio.

i
. o 0¥
u-wv = |u| |v| CoOEC = COR0L = —— a
] [
i
X +x +x X += +x
post = 2 12y1 22y2 23y3 2 2 T s ames 2 12y1 22y2 23y3 2 2
'\(Xl +uy” tEyT \fyl +yT ¥ "J(XI +x" +HHEy \/yl +¥2" + vy
Cosenos directores
Z
A T
. o H COSx =
’ - | 2 2 2
! T+ X3+ T3
fromee L z2
k ' i Ccos3 =
i i : o vai+x3+ 3
: M ! l 1 2 3
L o A @3
: : cosy =
| L Vi +as + g
2 2 2 —
X cos“ax+ cos*B+ cosy=1

Producto vectorial de dos vectores en el espacio.

i (X1FX2=X3)

Vectores .
¥ (v1.v2.73)

Méadulo [T = [d] [ sen(U,7)

i iA Ferpendiculara i va ¥
Caracteristicas Direccion ? ’

El del avance de un sacacorcho que gita en sentido

Sentido I - ~
positive de 0 v W

- -

?jk‘ .

k

) E3
i

<1 2
¥o¥2

=2 X3
Kb i

Expresion
analitica

Uz ¥ =% % %3/ i |+

¥O¥r ¥a




Interpretacion geométrica del producto vectorial de dos vectores en el espacio.

Figura Area

Paralelogramo £ pasdlslogramo =|u ‘ b =|1L1 | ‘v "Sen OL=|1L1 =Y |

|Ex§}|= Ex &C

| |

Lo —
l\Jl»—l

Triangulo Airigngle =

Producto mixto de tres vectores en el espacio.

l-i I:Xl ,X2X3j

£ K3 E3
Vectores ¥ [yl,yz,ygj Froducte mixte: [ﬁ,{r’,ﬁ'] = ¥y ¥3 ¥3
—+ Zl 22 23

W [21,22,23)

Aplicaciones del producto mixto de tres vectores en el espacio.

G”ET’“_’ Volumen
geométrico
Paralepipedo V paral dlepipedo = | [u, v, WJ | = |[*‘3=B AD, P‘*E} |
Tetraedro || Vistraedeo = l paralelepipedo = l I:{L ;= E:I = l [E, E: E:I
& & &




Formulas de rectas y planos en el espacio.

Coordenadas del punto A (=912 | FLt¥E2 Mty 5t
medio de un segmenteo B (x3.v3.27) 2 72 72
A (Xl iE 21)
Coordenadas del . po|BtFatEs ymitystys ztipto
baricentro de un (23.¥2.23) = 3 : 2 . 3
triangulo D (z3 v3.23)
Coordenadas del punto A (x5, 7)) Simétrico de 4 respecto a B
simétrico respecto otro B (x3,93.23) %+ a_ ¥+ b= I+« .
punto s (a, b, c) 2 2 2 Y2 2 4
A (Xl ’ Fl ’ 21) H H v k) z Z
P T e |
Puntos alineados B (z3.v3.23) = =
C ) E3—Hy V3~V E3TEp
3:¥3: I3
A (= v .E
(et31.21) 2zTER ¥aTNM faTh
Puntos coplanarios B (Xz J’zpzz) E3—E| ¥3—¥ E3—E|=0
o —H - Eq — L
C (23.93.27) 37Xy Y37V I3 I3
une dade Obtenemos W
ﬁ [ul,uz,u3) EJ_'JG — ﬁ I:—UE,UI,U)
Vector perpendicular a
otros dos Obteneros
iy ¥ w=Ux¥
Ecuaciones de la recta en el espacio.
Ecuacion Punto y vector director Expresion
L. Punto AI:X v z)
Ecuacion g-+0-=0
) . r = [%,v,2)=1Zp,v0.20 )+ A(u,uq,u
vectorial Vecter directer 1 (u),u3,u3) ( )= (=0.50.20) + A1 u3.u3)
=%+ Ay
ECIEEIan Punte 4 (2q,vg,2p) R
paramétric: Vecter directer 1 (u),u3,u3)
z=zqp+Aug
Ecuacion Punto & (0, v0.20) .- X% _¥-¥o _Z-Zp
continua Vector director 1 (uy,u3,u3) 1 g ug
Vector director 0
Ecuacién PR ™ p o JPETERIHCEHD =0
impll'l.':ita 0= (AI,B]_,CI)X(AQ,Bz,CE:lE Al B1 Ol A2X+B2y+CEZ+D2 =10

Ay By C3




Ecuaciones del plano en el espacio.

Ecuacion Punto y vectores Expresion

Punto A (xp.vg.2g)
[ul,ug,u3:l @=ﬁ+lﬁ+|¢ﬁ

=4

Ecuacion vectorial .
Vectores directores

i-i: W1 .W3 ,Vg)

Punte 4 (xp.vg.2g) 2 o= xg FAU R

Ecuacién - o =

o ) i (ug.ug.u3) ¥ o= yp Hhilg +U Ty
paramétrica Wectores directores §

T (., T - -

1’2’3) z = zy +hilz +H Ty

Punto A (xg.vg.2q) w-x; U

. ﬁ[ul,uz,U3:] Y:YU 1._1..2 'iz =0 =

Wectores directores LZ=Zp Uz Wy
¥ (v.vz,73)
Vector normal 0 (4,B,C) = Ax+By+Cz+D=0
Ecuacion general
Tres puntos: L—E] Hg —E; Hg—H
A (z.91.271) ¥-y1 ¥2-9 ¥v3-n|=0 =
E—E& &3 —i E3— L
B (23.¥3.23)
C (x3.v3.23) = Ax+By+Cz+D=0

Puntos de corte del plano con los ejes

Il
—

Ecuacidn canénica
o segmentaria A (a,0,0) B(0b0) C(0,0.c)

|
+

=
+

oo

POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

b1 ’5 2 g s by B\ @
B i —— ;_}’\A/*
ird 7,/-/"/‘\ & \\ .
A A .
Coincidentes Paralelas Secantes Se cruzan

Meétodo: Eseribimos las ecuaciones paramétricas de cada una de ellas (con distinto pardametro), las
igualamos y resolvemos el sistema:

e Sistema compatible determinado = Existe una unica solucién = Se cortan en un punto =
Secantes.
¢ Sistema compatible indeterminado = Existen infinitas soluciones = Se cortan en infinitos
puntos = Coincidentes.
e Sistema incompatible = No existe solucién = No se cortan = Paralelas o se cruzan.
o Hallar el vector director de cada una
o  Sison paralelos (proporcionales) las rectas son paralelas
o Sino son paralelos, las rectas se cruzan.



POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

/
/
//
m=m /

LR

Coincidentes Paralelos Secantes
Método: Escribimos las ecuaciones generales de cada uno de ellos y resolvemos el sistema:

e Sistema compatible determinado = No puede ser
¢ Sistema compatible indeterminado = Existen infinitas soluciones = Se cortan en infinitos
puntos = Se cortan en un plano o en una recta
o  Sihayun grado de libertad = Un vector = Se cortan en una recta = Secantes
o Si hay dos grados de libertad = Dos vectores = Se cortan en un plano = Coincidentes
e Sistema incompatible = No existe solucion = No se cortan = Paralelos.

POSICION RELATIVA ENTRE RECTA Y PLANO
; r /

/ '7

™ S/ g

/ k0
Recta Contenida en el plano Secantes Paralelos

Escribimos las ecuaciones parameétricas de la recta y la general del plano y resolvemos el sistema:

* Sistema compatible determinado = Existe una unica solucién = Se cortan en un punto =
Secantes.

* Sistema compatible indeterminado = Existen infinitas soluciones = Se cortan en infinitos
puntos = Recta contenida en el plano.
* Sistema incompatible = No existe solucion = No se cortan = Paralelos.



ANGULOS

V1.V2

ANGULO ENTRE DOS RECTAS Cos (r1.12) = cos (V1. v2) = —
VilW2
) X 1I11 .1-12
ANGULO ENTRE DOS PLANOS Cos (M. Th) =cos(n 1. n2) = 1——
Il (112
o Veon,
ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO Sen (r,IT)=cos (v, nn)=1
Vellng

DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: A(x1.y1,21) , B(x2,y2.22)

2 2

D(AB)= |AB| = "."II(XQ _31)_ +(Y2 _3"1)2 +(Zz _21)_

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNARECTA

@gg}
DPs)="—7—

Vr

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PLANO: P(xp.y0.z), [I: Ax + By +Cz+D=0

Ax +By, +Cz +D
D(P,]'[)=| 0 Yo 0

= _3 _3
VAT +B? +C?
DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

[vl. Vo, PIPS]

vV, X vs‘

D(r,s)=

DISTANCIA ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO
D(r, IT) = d(P,, IT)
DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS

D(I1y, ITy) = d(Py, IT>)



POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS

Coincidentes Dos coincidente y Dos coincidentes y Paralelos Paralelos
¢l otro secante el otro paralelo

Dos paralelos Secantes en una recta Secantes en un punto Secantes 2a 2

Y el otro secante en una recta

Escribimos las ecuaciones de los tres planos en forma general y resolvemos el sistema:
* Sistema compatible determinado = Existe una tinica solucién = Se cortan en un punto
* Sistema compatible indeterminado:

o Un grado de libertad: Se cortan en una recta
= Dos planos coincidentes y el otro secante
= Los tres se cortan en una recta
o Dos grados de libertad: Se cortan en un plano = Coincidentes
» Sistema incompatible = No existe solucién
o Dos coincidentes y el otro paralelo
o Tres paralelos
o Dos paralelos y el otro los corta
o Se cortan dos a dos en una recta



Ecuaciones de los planos RT;:";O R(a";l.?o Proporcionalidad Posicion relativa
planos colncidentes
1 1 Planos coincidentes
(sCl)
Tres planos paralelos.
Tres planos paralelos ™
(St
1 2 dos coincidentes
Ao
ﬂ :B_1: &: D_1 Dostplanosclo:nande”ntesy g
4 By O Dy otro paralelo a ellos
Tres plancs secanies &0 una recta
Tres planos secantes en =
una recta comdn
m oA +EBy+Ge+Dy =0 (sCl)
T Aqx +Bay+Cyz4+Dy =10
Tg  Agu +Bqy + 524+ D5 =0
2 2 Dos planos coincidentes y otro
que los corta en la recta ©
A B G L
M=|4, By Cy
Ay By Gy 4 B (¢ D |Dosplanoscoincidentesy
-V T T A T otro secante a ambos
Ay By G DIy sl
A By G Dy
M'=| 4 By O |Dg
Az By C5|Dg
Pianens que farman u prisma
Prisma. Planos secantes
dos a dos (S) =
IS SECRAES O st B SN 004 3 004
oo
oo e o ot
"
2 3 .
ﬂ=371= &$ Dﬁ1 Dtos planostparalelgsy ”
A, By, C D otro secante a ambos .
Triedro. Planos
3 3 secantes en un punto

(SC)

+

10



